Funkcje jednej zmiennej

1. Funkcja liniowa y = ax +b, Av + By +C =0, £ + ¥ = 1.
-jest rosnaca gdy a > 0, wtedy miejsce zerowe jest réwne x = —g
-jest malejaca gdy a < 0, wtedy miejsce zerowe jest réwne z = —g oraz punkt przeciecia
z osig OY jest rowny y = b.

2. Funkcja kwardatowa y = ax? + bx + ¢

A, wzory na pierwiastki, usytuowanie zalezne od A i a, rozktad na czynniki:
ar? +br +c=alr —x)(r — 22) gdy A >0

ar? +br+c=alr — ;)% gdy A =0

3. Wielomian trzeciego stopnia y = ax® + ba? + cx + d gdzie a # 0
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Gdy a > 0 i wykres jak na gérnej czesci rysunku, to:

az® + bz’ + cx +d = a(zr — 1) (x — 22) (x — 73)
Gdy a > 0 i wykres jak na srodkowej czesci rysunku, to:
ar® +br* +cx +d = alr — 11)(x — 25)*
Gdy a > 0, i wykres jak na dolnej czesci rysunku, to:
az® +br* + cx +d = a(r — 1) (2 + ex + f)

gdzie A = e? — 4f jest mniejsza od zera.

4. Wielomian czwartego stopnia y = az* + b3 + cz? + dx + e
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Powyzej jeden z mozliwych wykreséw wielomianu czwartego stopnia (gdy sa cztery rézne
pierwiastki rzeczywiste.




Wazne wzory:

(a+2)? = a* + 2ax + 22, (a+2z)* = a® + 3a*r + 3az? + 2°
(a —z)® = a® — 3a’z + 3ax? — 23

a?—b*=(a—"0b)(a+b), a® — b = (a—b)(a® + ab + b?)

a® + b = (a+b)(a® — ab + v?)

5. Funkcja wyktadnicza y = a*, gdzie a > 0
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Gdy a = 1 otrzymuje sie funkcje statag y =1

Jedna z podstaw w funkcji wyktadniczej moze by¢ wartos¢ e = 2, 718281828 nazywana
podstawag logarytmow naturalnych lub liczbg Eulera lub Nepera.
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Wtasnosci funkeji wykltadniczej

1. a®a¥ = a®tY
2.a7% =2

E
3.9 =a'y

6. Funkcja logarytmiczna y = log, = a>0,a#1, x>0

Definicja
Logarytmem przy podstawie a z liczby = nazywamy taka liczbe b, ze a® = z



log,2=0 <= a’ =2

Wazne podstawy logarytmow:

a = 10, wtedy logarytm nazywamy dziesietnym i oznaczamy jako log (nie piszemy pod-
stawy).

Mamy log;, 10 =log10 =1, log100 =2, log1000 = 3 itd.
Jesli podstawa jest réwna e, to logarytm nazywamy logarytmem naturalnym. Wtedy uzy-

wamy symbolu In takze nie piszac podstawy.
Mamy wiec Ine =1, Ine? = 2 itd.

Wtasnosci logarytmow x,y >0
1. log, = + log, y = log,(zy)
2. log, z¥ =ylog,

3. log, g = log, r —log, vy
4. log,a” =z
5
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a8t =}
log ¢
logy a

.log, c= (Wz6r na zmiane podstawy logarytmu)

log,s c = % log, c

Jesli podstawa logarytmu jest wieksza od 1, to logarytm jest funkcja rosnaca. Jesli pod-
stawa logarytmu jest liczba z przedziatu (0, 1), to logarytm jest funkcja malejaca. Wykres
logarytmu przecina si¢ z osiag Ox w punkcie 1. O$ Oy jest asymptota wykresu funkcji
logarytmicznej.

Symbole matematyczne potrzebne w dalszej cze$ci wyktadu

V  operator logiczny ”lub”
A operator logiczny "i”

p = ¢q (lub p — ¢) implikacja (z p wynika q)
p & q oznacza ze p jest rOwnowazne ¢

/\ oznacza ”dla kazdego = nalezacego do A”
z€A

\/ oznacza "istnieje takie x nalezace do B”
zeB



Funkcje monotoniczne

1. Funkcja y = f(z) jest rosnaca < N\ f(z1) < f(z2)
2. Funkcja y = f(z) jest niemalejQ(:;l<j2 N f(z1) < flzo)
3. Funkcja y = f(x) jest malejaca < /\5”17(2%) > f(xg)
4. Funkcja y = f(x) jest nierosnaca <:m>1<:7\ f(z1) = f(x2)
Funkcja odwrotna e

Definicja
Niech y = f(x) bedzie funkcja rosnaca lub malejaca ($cisle monotoniczna). Funkcja g(x)
jest funkcja odwrotna do funkcji y = f(z) jesli

A flg(x) = g(f(z)) ==
Przyklad

Jesli y = e”, to funkcja odwrotng jest y = Inx.
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Roéznowartosciowosé funkeji

Definicja

Funkcja y = f(x) jest réznowartodciowa < A, ., 1 # ¥2 = f(x1) # f(x2)
Rownowaznie mozna stwierdzi¢, ze y = f(x) jest réznowartosciowa < A, ., f(x1) =
f(ZEQ) = T = Ty

Dziedzina funkcji

Definicja
Dziedzing funkcji f:R — R nazywamy zbiér {z € R; V,cg ¥ = f(2)}

Przyktady

1. Niech y = v/x — 2. Aby okresli¢ dziedzing trzeba zauwazy¢, ze musi by¢ z —2 > 0 czyli
x > 2. Zatem dziedzine tej funkcji stanowi zbiér liczb rzeczywistych D = [2, 00)

2. Niech y = In(z — 1). Poniewaz musi by¢ o — 1 > 0 czyli x > 1 wiec dziedzina jest zbiér
liczb rzeczywistych D = (1, 00)



3. Niech y = log,(3 — ). Poniewaz musza zachodzi¢ warunki: z #1iz >0i3—2 >0
czyli x < 3, wiec dziedzina funkcji jest zbior D = {z; = € (0,1) U (1,3)} czyli zbiér
D= (0,1)u(1,3)



